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6 Das stationare elektrische Stromungsfeld

Im elektrostatischen Feld wurden prinzipiell keine Ladungen in Bewegung betrachtet. Nun soll
die Bewegung der Ladungen explizit betrachtet werden.

Das elektrische Stromungsfeld bezeichnet hier wie gemeinsame (kollektive) Bewegung von
Ladungstragern. Das stationare Stromungsfeld beschreibt dabei die Ladungstragerbewegung,
wenn eine Gleichspannung die Ursache der Bewegung ist. Im stationaren elektrischen
Stromungsfeld flieSt dann ein konstanter Gleichstrom. Damit gibt es keine Zeitabhangigkeit
des Stroms:

$\large{{{\rm d}I}\over{{\rm d}t}}=0%

Wichtig ist auch: Bisher wurde betrachtet, dass die Ladungen sich durch ein Feld bewegt
haben, oder zukinftig bewegt werden kdnnten. Nun wird gerade der Augenblick der Bewegung
betrachtet.

6.1 Stromstarke und Stromungsfeld

Ziele
Nach dieser Lektion sollten Sie:

1. in der Lage sein, das Stromungsfeld in einem eingeschnlrten und geradlinigen Leiter zu
skizzieren.

2. die Stromungsgeschwindigkeit von Elektronen bestimmen kénnen.

3. die integrale Schreibweise der elektrischen Stromstarke kennen.
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Fig. 1: Teil eines Leiters

Stromstarke und Stromdichte im einfachen Fall

Die Stromstarke wurde bisher als “Ladung pro Zeit” ($I={{{\rm d}Q}\over{{\rm d}t}}$) begriffen.
Mikroskopisch betrachtet ist der elektrische Strom die gerichtete Bewegung von elektrischen
Ladungstragern. Im Kapitel Grundlagen und Grundbegriffe sind wir auf das Bild des durch eine
Querschnittsflache $A$ durchdringenden Ladungstragerstromes bereits eingegangen (siehe figure 1).
Weiterhin hatten wir in der Gleichstromtechnik ganz praktisch das ohmsche Gesetz mit $R =
{{U}Nover{l}}$ angewandt. Nun wissen wir aber, dass aus dem elektrostatischen Feld das die
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Spannung sich aus der elektrischen Feldstarke herleiten lasst. Wie ist das aber nun beim Strom?

Dazu wird das Paket ${\rm d}Q$ an Ladungen betrachtet, welches zukunftig in dem Zeitraum ${\rm
d}t$ die Flache $A$ passieren wird. Diese Ladungen befinden sich in einem Teilvolumenelement
${\rm d}V$, welches durch die zu durchtretende Flache $A$ und einem Teilabschnitt ${\rm d}x$
gegeben ist: ${\rm d}V = A \cdot {\rm d}x$. Die Menge an Ladungen pro Volumen wird durch die
Ladungstragerdichte angegeben, speziell bei Metallen durch die Elektronendichte $n_{\rm e}$. Die
Elektronendichte $n_{\rm e}$ gibt die Anzahl der freien Elektronen je Volumeneinheit a. Diese liegt
z.B. bei Kupfer etwa bei $n_{\rm e}(Cu)=8,47 \cdot 10~ {19} ~\rm {{1}\over{mm~3}}$.

Fig. 2: Ladungen in einem Teilvolumen im Leiter
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Die in dem Teilvolumenelement ${\rm d}V$ enthaltenen, stromenden Ladungen sind dann (mit der
Elementarladung $e_09%):

\begin{align*} {\rm d}Q = n_{\rm e} \cdot e_0 \cdot A \cdot {\rm d}x \end{align*}
Die Stromstarke ist dann mit $I={{{\rm d}Q}\over{{\rm d}t}}$:

\begin{align*} {{{\rm d}Q} \over{{\rm d}t}} = n_{\rm e} \cdot e_0 \cdot A \cdot {{{\rm
d}xPover{{\rm d}t}} = n_{\rm e} \cdot e 0 \cdot A \cdot v_e \end{align*}

Es ergibt sich so eine Elektronengeschwindigkeit $v_{\rm e}$ von:

\begin{align*} v_{\rm e} = {{{\rm d}x}over{{\rm d}t}} = {{I}\over{n_{\rm e} \cdot e 0 \cdot A
}} \end{align*}

Die Ladungstrager sind also nun - im Gegensatz zu den Betrachtungen in der Elektrostatik mit
endlichen Geschwindigkeiten unterwegs. Mit Blick auf die Elektronengeschwindigkeit $v_{\rm e} \sim
{{I}\over{A}}$ liegt es nahe eine (auf die Flache bezogene) Stromdichte $S$ zu bestimmen:
\begin{align*} \boxed{S = {{I}\over{A}}} \end{align*}

In einigen Buchern wird auch der Buchstabe $J$ fur die Stromdichte genutzt.

Feldlinien und Aquipotentialflaichen des elektrischen Stromungsfeldes

Fig. 3: Feldlinien und Aquipotentialflachen des elektrischen Strémungsfeldes
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Aguipotentiallinien o
Feldlinien

Engstelle

Wie auch beim elektrostatischen Feld soll auch hier eine homogene Feldform und die inhomogene
Feldform gegenubergestellt werden:

1. Homogenes Stromungsfeld
z.B. Leiter mit konstantem Querschnitt
1. Feldlinien des Stroms verlaufen parallel
2. Aquipotentialflachen
1. stehen dazu stets senkrecht, da die potentielle Energie einer Ladung nur von der
Position entlang des Weges abhangt
2. sind aufgrund des konstanten elektrischen Feldes, welches den Strom verursacht
und der homogenen Geometrie dquidistant
3. Strom $I = S \cdot A$ ist konstant
$\rightarrow$ Ladungstrager haben die gleiche Geschwindigkeit $v$
2. Inhomogenes Stromungsfeld
Schmelzsicherung oder Verjungung im Draht
1. Feldlinien des Stroms verlaufen nicht parallel
2. Strom $1 = S \cdot A$ muss auch konstant sein, da die Ladung nicht verschwindet /
erzeugt wird, aber die Flache $A$ wird geringer
$\rightarrow$ damit muss die Stromdichte $S$ und die Geschwindigkeit $v$ an der
Engstelle groRer werden
3. Aquipotentialflachen
1. stehen auch dazu wieder senkrecht.
2. zeigen nun eine Verdichtung bei der Engstelle

Warum ergibt sich aber eine Verdichtung der Aquipotentialflichen bei der Engstelle? Diese bedeutet
anschaulich, dass dort eine grolSe Potentialdifferenz, also eine grolse Spannung abfallt. Das klingt also
schon etwas plausibel. Tiefer soll dies gleich nochmal betrachtet werden.

Die Stromdichte wurde nur fiir eine konstante Querschnittsflache $A$ bestimmt, durch welche ein
homogener Strom, also auch ein homogenes Stromungsfeld, rechtwinklig durchtritt. Nun soll aber ein
allgemeiner Ansatz fur die elektrische Stromstarke gefunden werden.

Hierzu wird zunachst statt einer konstanten Stromdichte $S$ Uber einer senkrechten, geraden
Querschnittsflache $A$, eine variierende Stromdichte $S(A)$ Uber viele kleine Teilflachen $dA$
betrachtet. Damit kann - wenn die Teilflachen hinreichend klein sind - wieder eine konstante
Stromdichte Uber die Teilflache erhalten werden. Es wird dann also aus

\begin{align*} | = S \cdot A \rightarrow {\rm d}I = S \cdot {\rm d}A \end{align*}
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Der Gesamtstrom Uber eine groRere Flache $A$ ergibt sich somit als:
\begin{align*} | = \int {\rm d}I = \iint_ A S \cdot {\rm d}A \end{align*}

Was hierbei aber nicht betrachtet wurde: Die gewahlte Flache $A$ muss nicht zwangslaufig senkrecht
auf der Stromdichte $S$ stehen. Um dies zu berlcksichtigen, kann der (Teil)Flachennormalenvektor
${\rm d}\vec{A}$ genutzt werden. Wenn nur der Teil der Stromdichte $\vec{S}$ betrachtet werden
soll, welcher in Richtung von ${\rm d}\vec{A}$ wirkend, so lasst sich dies Uber das Skalarprodukt
ermitteln:

\begin{align*} I = \int {\rm d}I =\iint_A \vec{S} \cdot {\rm d}\vec{A} \end{align*}

Dies stellt die integrale Schreibweise der elektrischen Stromstarke dar. Mit dieser lasst sich die
Stromstarke in einem beliebigen Feld ermitteln.

Allgemeines Materialgesetz

Flr eine “pragmatische” Herleitung des allgemeinen Materialgesetzes zur Stromdichte soll nun
nochmal auf die Verdichtung der Aquipotentialflachen bei der Engstelle eingegangen werden.
Zwischen zwei Aquipotentialflichen ist eine Spannungsdifferenz $\Delta U$ vorhanden. Wahit man
diese hinreichend klein ergibt sich wieder der Ubergang von $\Delta U \rightarrow {\rm d}U$. Durch
die Potentialflachen muss aber im Leiter stets der gleiche Strom $1$ flieBen. Aus dem Ohm'schen
Gesetz ergibt sich dann fir den Teilwiderstand ${\rm d}R$ zwischen den zwei Aquipotentialflachen:

\begin{align*} {\rm d}U = I \cdot {\rm d}R \tag{6.1.1} \end{align*}

Die einzelnen GrofRen sollen nun fir infinitesimal kleine Teilstlicke betrachtet werden. Fir $1$ wurde
dazu schon eine Gleichung Uber eine Dichte - die Stromdichte - gefunden:

\begin{align*} | = S \cdot A \tag{6.1.2} \end{align*}

Aber auch $R$ wurde bereits schon durch eine “Dichte” - dem spezifischen Widerstand $\varrho$ -
ausgedruckt: $ R = \varrho \cdot {{I}\over{A}}$

Wenn ein Leiter aus dem gleichen Material betrachtet wird, ist der spezifische Widerstand $\varrho$
uberall gleich. Ist aber nun entlang des Leiters ein Teilstlick ${\rm d}s$ vorhanden, bei dem der
Querschnitt $A$ kleiner ist, so andert sich auch der Widerstand $dR$ dieses Teilelements. Der
Teilwiderstand ist dann:

\begin{align*} {\rm d}R = \varrho \cdot {{{\rm d}s}\over{A}} \tag{6.1.3} \end{align*}

Konkret heiRRt dass also fur die Engstelle: An der Engstelle steigt der Widerstand. Damit
steigt dort auch der Spannungsabfall. Damit gibt es dort auch mehr Aquipotentialflichen.

Die Anreicherung der Aquipotentialflachen wére damit gelést. Interessanterweise lasst sich aber mit
dem Gedankenmodell nun auch fur einen homogenen Korper das allgemeine Materialgesetz erklaren.
Dazu figt man Gleichung $(6.1.2)$ und $(6.1.3)$ in $(6.1.1)$ ein. Dann ergibt sich:

\begin{align*} {\rm d}U = I \cdot {\rm d}R = S \cdot A \cdot \varrho \cdot {{{\rm d}s}\over{{A}}}
= \varrho \cdot S \cdot {\rm d}s \\ \end{align*}

Wird nun die elektrische Feldstarke als $E={{{\rm d}U}\over{{\rm d}s}}$ eingefligt, erhalt man:
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\begin{align*} E = {{{\rm d}U}over{{\rm d}s}} = \varrho \cdot S \end{align*}
Mit einer ausfuhrlicheren (und mathematisch korrekten) Herleitung erhalt man:
\begin{align*} \boxed{\vec{E} = \varrho \cdot \vec{S} } \end{align*}

Diese Gleichung drlckt aus, wie das elektrische Feld $\vec{E}$ und das (stationare) elektrische
Stromungsfeld $\vec{S}$ zusammenhangen: beide zeigen in die gleiche Richtung. Bei einem
vorgegebenen, elektrischen Feld $\vec{E}$ in einem homogenen Leiter wird das Stromungsfeld
$\vec{S}$ um so groRer, je kleiner der spezifische Widerstand $\varrho$ ist.

Aufgabe

Aufgabe 6.1.1 durchgerechnete Ubungen im Video

Beispiele zur elektrischen Stromdichte

Aufgabe 6.1.2 Elektronengeschwindigkeit in Kupfer

In einem Leiter aus Kupfer mit der Querschnittsflache $A$ flieSt der Strom $I = 20 ~\rm AS.
Gegeben sei weiterhin die Elektronendichte $n_e(Cu)=8,47 \cdot 10~ {19} ~\rm
{{1Hover{mm~3}}$ und den Betrag der Elementarladung $e_0 = 1,602 \cdot 10~ {-19}
~\rm As$

1. Wie groR ist die mittlere Stromungsgeschwindigkeit $v_{\rm e,1}$ der Elektronen,
wenn die Querschnittsflache des Leiters $A = 1,5 ~\rm mm~2$ betragt?

2. Wie groB ist die mittlere Stromungsgeschwindigkeit $v_{\rm e,1}$ der Elektronen,
wenn die Querschnittsflache des Leiters $A = 1,0 ~\rm mm~2$ betragt?

6.2 GauBscher Satz des Stromungsfeldes
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Ziele
Nach dieser Lektion sollten Sie:

1. wissen, welche GroRen beim elektrostatischen Feld und beim Stromungsfeld vergleichbar
sind.

2. anhand von Hullflachen den Verschiebungsstrom erklaren konnen.

3. verstanden haben wie der Strom “durch” einen Kondensator flieen kann.

Video

Warum flieRt ein Elektronen durch einen Kondensator

==

Aufgaben

Aufgabe 6.2.1 Simulation

Im Simulationsprogramm von Falstad kénnen von Aquipotentialflichen, elektrischer
Feldstarke und Stromdichte in verschiedenen Objekten dargestellt werden.

1. Offnen Sie das Simulationsprogramm Uber den Link
2. Wahlen Sie: “Setup: Wire w/ Current” und “Show Current (j)”
3. Sie sehen nun einen endlichen Leiter, bei dem am oberen Ende Ladungstrager starten
und am unteren Ende ankommen.
4. Wir wollen nun beobachten, was bei Verjungungen im Leiter passiert.
1. Wahlen Sie dazu “Mouse = Clear Square”. Sie kdnnen nun mit Hilfe der linken
Maustaste vom leitenden Material Teile entfernen. Ziel soll sein, dass etwas in der
Mitte des Leiters nur noch eine ein Kastchen breite Leitung liegt, auf einer Lange
von wenigstens 10 Kastchen. Falls Sie wieder leitendes Material hinzufligen
wollen, ist dies mit “Mouse = Add - Conductor” maglich.
2. Uberlegen Sie sich, warum sich bei der Verjiingung des Leiters nun mehr
Aquipotentiallinien ansammeln.
3. Wenn Sie auf zusatzlich mit “Show E/j” das E-Feld einzeichnen, sehen Sie, das
dieses entlang der Verjlungung starker ist. Dies lasst sich Uber den Schieberegler
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“Brightness” Uberprifen. Warum ist das so?
5. Wabhlen Sie “Setup: Current in 2D 1", “Show E/rho/j”. Warum Verhalt sich der Hohlraum
hier nicht wie ein Faraday'scher Kafig?
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